6 paskaita. Modifikuota Lagrange formuluotė
netiesiniams uždaviniams
Originalus pavadinimas – „Updated Lagrangian“. Tokia formuluotė realizuota praktiškai visuose šiuolaikiniuose BEM paketuose. Reikalinga didelių poslinkių ir didelių deformacijų uždavinio atveju.

Taikant prieauginius Newtono – Raphsono metodus, tangentinės standumo matricos kiekviename apkrovos žingsnyje skaičiuojamos integruojant pradiniame elemento tūryje, t.y. laikyta, kad elementas viso apkrovimo metu stipriai nepakinta. Modifikuotoje Lagrange formuluotėje matricos kiekviename žingsnyje skaičiuojamos atsižvelgiant į tame žingsnyje esamus mazginius poslinkius, perskaičiavus elemento tūrį. Aišku, dabar būtina naudoti Greeno deformacijų vektorių (tenzorių).

Uždavinio kintamieji nagrinėjami aktualiojoje/atskaitos konfigūracijose (žr. 2-ą paskaitą).
Taikomas virtualiųjų poslinkių principas, skaičiuojant vidinių ir išorinių kūno atžvilgiu jėgų darbus virtualiame poslinkyje. Kaip ir anksčiau, vietoje kūno nagrinėsim atskirą baigtinį elementą.

Virtualiųjų darbų lygybė vidinėms ir išorinėms jėgoms aktualiojoje konfigūracijoje:



[image: image1.wmf]W

dV

}

{

}

{

t

t

t

t

T

V

t

t

t

t

d

s

de

D

D

D

D

+

+

+

=

ò

+





(1)
Išreikštiniu pavidalu užrašyti (1) neįmanoma, nes aktualioji konfigūracija nežinoma. Todėl, taikant prielaidas, bandoma dydžius joje išreikšti per atitinkamus dydžius atskaitos konfigūracijoje. Vietoje inžinerinių naudojami antrieji Piolos-Kirchhoffo įtempimai ir Greeno-Lagrange deformacijos (t.y. įtempimai ir deformacijos atskaitos konfigūracijos atžvilgiu) 
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Dabar lygtis tampa:
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(2)
Supaprastinimai:

1. Kadangi į lygtį įeina ne tikrosios deformacijos, o tik jų variacijos, apytiksliai 
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, o ši deformacija susideda iš tiesinės ir netiesinės dalių 
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2. Įtempimai taip pat suskaidomi į įtempimus atskaitos konfigūracijoje (tai – inžineriniai įtempimai 
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. Nedideliam prieaugiui netiesinę dalį galima atmesti: 
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. Taigi, 
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Dabar virtualiųjų darbų lygybė (2) tampa:
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(3)
Dar reikia išskaidyti išorinių jėgų darbo variacijos išraišką.  Kūną bendru atveju veikia sutelktos jėgos elemento mazguose bei išskirstytos tūrinės ir paviršinės apkrovos, nepriklausančios nuo pasiekto deformacijų lygio, todėl jas patogu apibrėžti pradinės konfigūracijos atžvilgiu. Išskirstytoms jėgoms: 
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Jei šios apkrovos nekonservatyvios: {p}={p({u})}, {t}={t({u})}, jos turi būti perskaičiuojamos kiekviename žingsnyje ir gali būti tikslinamos panašiai kaip „pusiausvyros iteracijoje“.

Kūnas dar gali būti veikiamas inercijos jėgų, kurių virtualus darbas būtų
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Kadangi deformavimo metu kūno tūris/masė nekinta ar kinta nedaug, šį darbą supaprastintai galima skaičiuoti pradinėje konfigūracijoje: 
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Dabar, kaip įprasta, įvedamas poslinkių kitimo elemento tūryje dėsnis – formos funkcijos; geometrinės ir tamprumo matricos sąvokos. Galiausiai (3) tampa
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(4)
Čia 
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 yra poslinkių prieaugis laiko intervale nuo t iki 
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Masių matrica nuo laiko nepriklauso; apibrėžiama pradinėje konfigūracijoje:
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Tiesinė standumo matrica:
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Netiesinė standumo matrica:
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Tuo būdu, lyginant su geometriškai netiesiniu didelių poslinkių/mažų deformacijų uždaviniu, čia nelieka didelių poslinkių standumo matricos.

Lygties (4) dešinės pusės antrasis narys suprantamas kaip balansinė apkrova, kadangi tai – jau žinomas dydis: pradiniai įtempimai, kilę atskaitos konfigūracijoje:
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Taigi, lygties (4) matricos apskaičiuotos atskaitos konfigūracijoje, o pati lygtis taikoma aktualiajai konfigūracijai – neišvengiamai kyla paklaidos. Todėl balansinė apkrova tikslinama iteracijomis 

i = 1,2, ... :
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(5)

Iteracijos nutraukiamos pasiekus norimą toleranciją.
(5) lygtis ir yra „modifikuota Lagrange formuluotė“.

Struktūros statinis pastovumas

Lagrange formuluotė leidžia analizuoti struktūros darbą iki pat stabilumo (pvz medžiagų mechanikoje nagrinėtas vertikalaus strypo klupdymo uždavinys) praradimo ir po jo. Nestabilumas pasireiškia, kai struktūrai suteikus labai mažus poslinkius, ji pereina iš vieno pusiausvyros būvio į kitą. Tai – bifurkacijos taškas. Struktūros darbas iki taško – ikikritinis, po jo – pokritinis. Pokritinės fazės gali ir nebūti, jei struktūra už bifurkacijos taško suyra.

Uždavinį iki bifurkacijos taško galima spręsti ir paprasčiau tokiais metodais.

Grįžkime prie uždavinio sprendimo prieaugiais Newtono – Raphsono metodu. Kiekviename apkrovos žingsnyje faktiškai sprendžiama tiesinė lygtis 
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(1)
Tiesinė standumo matrica, įvedus kraštines sąlygas, visada yra neišsigimusi. Pradiniame apkrovos žingsnyje, kai kitos dvi dedamosios yra nulinės, ir visa tangentinė matrica yra neišsigimusi. Didinant apkrovą, nenulinėmis tampa nuo įtempimų (galiausiai – nuo poslinkių) priklausanti pradinių įtempimų matrica, ir nuo poslinkių – didelių poslinkių matrica. Nebėra garantijos, kad kažkuriuo momentu tangentinė matrica netaps išsigimusi.
Tam gali būti 2 priežastys: kai kurie baigtiniai elementai gali būti smarkiai deformuoti - tapti išsigimusios geometrinės formos, ir pati struktūra gali tapti statiškai nepastovi. Šiai būsenai aptikti sprendimas prieaugiais būtų per brangus. Patogiau ir greičiau:
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Čia apkrova – normuota: vektoriaus didžiausias absoliutiniu dydžiu elementas imamas vienetiniu. Išsprendus lygtį, gaunami tiesiniai poslinkių sprendiniai. Jei apkrova būtų 
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, tiesinės lygties sprendinys būtų 
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. Pradinių įtempimų matrica mažų deformacijų ir mažų poslinkių atveju priklauso nuo įtempimų taip:
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Nagrinėsime atvejį, kai lygčių sistemos
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matrica yra išsigimusi:
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- gaunamas tikrinių reikšmių uždavinys, panašus į tikrinių laisvųjų svyravimų uždavinį. Mažiausia determinanto šaknis 
[image: image31.wmf]l

 yra daugiklis, iš kurio reikėtų dauginti normuotą apkrovos vektorių, kad struktūra taptų statiškai nestabili. Tokia apkrova – kritinė. Tikrinę reikšmę atitinkantis tikrinis vektorius (normuotas) – poslinkiai – rodytų, kokią formą struktūrą įgytų prieš prrandant stabilumą. Aukštesnės šaknys prasmės neturi: kad struktūra prarastų stabilumą tokiu būdu, reikia ypatingų kraštinių sąlygų.

Tai – linearizuota, apytikslė stabilumo analizė. Ignoruojama pradinių poslinkių standumo matrica. Taip gaunama viršutinė kritinės apkrovos riba. Kai kurioms struktūroms tačiau tai yra visiškai tikslus metodas: kai deformacijos, dėl kurių kyla į pradinių įtempimų matricą įeinantys įtempimai, nesusiję su deformacijomis, nusakančiomis struktūros geometrinės formos kitimą dėl pastovumo praradimo. Pvz tiesaus strypo klupdymo ašine gniuždančia jėga uždavinys. Nuo jėgos kyla tik ašinės deformacijos; pradinių poslinkių matrica nuo jų lieka nulinė, o pradinių įtempimų matrica – jai tiesiai proporcinga. Taigi, lygtyje (1) didėjant apkrovai didės tik antrasis narys, panažu keisdamas strypo skersinį standumą nusakančią tangentinės matricos dalį, kol šis standumas tampa nuliniu.
Skirtingai nuo statikos uždavinio, dinamikos uždavinį (žr. Lagrange formuluotę) galima spręsti ir po pastovumo netekimo: į koeficientų matricą įeina niekad neišsigimstanti masių matrica (slopinimo matrica, jei taikoma klampiosios trinties slopinimo matrica – tam tikra masių/standumo matricų kombinacija – iš principo gali būti išsigimusi).
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